DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS. 


MATEMÁTICAS II. 2° DE BACHILLERATO. 





UNIDAD 2. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS. 
IES LA BAHIA 


1. Recta tangente a una gráfica en un punto. 


Dados una función y = f(x) y un valor c € Dom(f), la derivada de f en x =c se define como el 
límite de las tasas de variación media TVM [c, c+h] cuando h tiende a cero: 


f(c+h)-f(c) 


f E lí 
(c) aSo h 


Geométricamente, la derivada de una función f en un punto de abscisa x =c es la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica de f en dicho punto. 


La ecuación de la recta tangente a la gráfica de y=f(x) enx =c es: y-f(c)=f'(c)-(x-—c) 

Ejemplo: la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f(x)=x? enx=2 es y=12x-16 

f(2) = 8 f(x) = 3x? f'(2) =12 y-8=12-(x-2) > y=12x-16 

La ecuación de la recta normal a la gráfica de y = f(x) enx=c es: y-f(c)= ño -(x—c) 
c 


La recta normal a la gráfica en un punto es la recta perpendicular a la recta tangente a la 
gráfica en dicho punto. 


Ejemplo: la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f(x)=x? enx=2 es y= 12x- 16 


E RN 
f2) 12 


H -1 49 
A E E E E 
y 9 E 


f(2)=8 f'(x) = 3x? 
2. Regla de L'Hôpital. 
Indeterminaciones 


Se dice que el cálculo de un límite presenta una indeterminación o que el resultado es 
indeterminado si no se puede conocer el resultado de forma inmediata. El resultado final del 
límite puede ser un número real L, +œ ó —o. 


La regla de L'Hôpital se utiliza para resolver cada uno de los siete casos de indeterminación, 


que son los siguientes: 


Za (90:9) Ot | (000 yo 
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Caso 1. Indeterminación 29 
>0 


Dadas dos funciones f, g derivables en un entorno de c € R y tales que lím f(x)=0 y 


lím g(x)=0. Si el lím FE) es un número real L, +o ó —o, entonces lím == 16) = lím r) 
x>cC x>c g (x) x>cC g(x) x>c g (x) 








[ La regla también es válida six — +% ó six — —œ] 











3_ 2 xXx X 
Ernod 00 E Hervea e LE AN] 
x>1x2-1 0 x>1 2x 2 x>0 X O x>0 1 1 
Ejemvlo 3: lím X=5€MX _ O _ Km l-cosx 0_ — Km S2 0_ lím “osx _ 1 
e "50 x8 O x>0 3x2 0 x>0 6x 0 x>0 6 6 


Ñ , >0w 
Caso 2. Indeterminación —— 


— 00 


Dadas dos funciones f, g derivables en un entorno de c € R y tales que lím f(x)=+% y 
X> 


f(x) f) imi (x) 


lím g(x) = too. Si el lím es un número real L, +0 ó —o, entonces lím == 
>c g'(x) x>c g(x) x>c g'(x) 





[ La regla también es válida si x — +0 ó si x — —œ] 





3 00 00 00 
Ejemplo 1: lím £-=+2 = A O E T) 
x>o+t0o ex +o x>o+w el +o% x>o+we e +œ x>+t0e% +œ 
2 o 2 
Bieno as LE O O O ON O 
x>0* lnx —œ x>0* 3x2 x x>0t 3x2 3 


Caso 3. Indeterminación (> 0) (—> %) 


Si fyg son dos funciones derivables en un entorno dec € R y tales que límf(x)=0 y 
x>oc 


Œ - 20 


lím g(x) = to, entonces con la transformación lím f(x) g(x) = O 


T 


a las funciones f(x) y Sg 


g(x) 


[ La regla también es válida six — +% ó six =>-—o0] 





, se aplica el caso 1 


Nota: en el caso en que sean lím f(x) = too y lím g(x)=0, usando la misma transformación, se 


x>cC 


aplica el caso 2 a las funciones f(x) y A 


gz) 
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Ejemplo 1: 





3 m14) 0 = SS 
lím x-In 1+4—|=(+=%)-0= lím EL lim 2] <= lím >=W-=3 
X>+0o X X >+o0 1 O  x>+o 1 3 x2 X— +o 3 1+0 
z rA ig- 
xX xX x 
f lnx -% „ 1 -1 , x? E 
Ejemplo 2: aa x-Inx=0-+(=o)= lím =—=T—= lím =:+>= lím —= lím (-x)=0 
>50* x>0t l +00 x>o0tXxX x? x>o0t-Xx  x>0* 
x 


Caso 4. Indeterminación — +% — œ 


Sif y g son dos funciones derivables en un entorno de c € R y tales que lím f(x)=+% y 
x>oc 














1 1 
lím g(x) = +0, entonces con la transformación ua f(x)-g(x)= lím 10 10) = 2 , se aplica el 
f(x) g&) 
í 1 1 
caso 1 a las funciones — y 
g(x) f(x) ` f(x) g(x) 
[ La regla también es válida six — +% ó six — —œ] 
Ejemplo: 
AE 1 
OS, E — œ = lím lnd +x)-x 0 im l+x = 
x>0x ln(1+x) x>0 x-Inl1+x) 0 x>0 In(1+x)+ X 
1+x 
2x 0 -1 -1 -1 











= lím = lím = lím 
0 (POMAR 0 A e PEPE 2 


Caso 5. Indeterminación (> 12 


Sify g son dos funciones derivables en un entorno de c € R y tales que lím f(x)=1 y 


lím g(x) = too, entonces con la transformación lím f(x)8%) = lím es(%) mE - =e!, donde 
x>oc x>oc 


se aplica el caso 1 a las funciones In(f(x) y —— 


csi rola me) z o, 1 


ga) 


[ La regla también es válida si x —> +0 ó si x — —œ] 


1 al 
Ejemplo: lím (cosx)x? =1+"=et=e2 donde 
x>0 
In(co83)- 0: 5 248 00. -(l+tg°x)_-1 


+= lím 7 In(cosx) = œ- 0 = lím == — = lím = lím 
>0 x? x>0 x? 0 x>0 2x 0 x>0 2 2 
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Caso 6. Indeterminación (> 0) 20 


Sify g son dos funciones derivables en un entorno de c € R y tales que lím f(x)=0 y 
x>oc 


lím g(x) = 0, entonces con la transformación lím f(x)20 = lím es) mE) = et , donde 
x>oc 


x>c x= 
a =? , se aplica el caso 2 a las funciones In(f(x)) y aks 


t = lím g(x) - In(£(x)) = lím 
x> x>0 g(x) 


g(x) 
[ La regla también es válida six — +% ó si x — —œ] 


Ejemplo: lím x*=00=et=e%=1 donde 


x>0* 
5 , lnx -o „ 1.-1 „  -x? ; 
t= ím x-Inx=0-(-o)= ím 3==-—= lím —+-5= ím ——= lím (-x)=0 
x>0* x>0* 1 +œ x>o0tX X x>0* X x>0+ 
X 


Caso 7. Indeterminación (> +0)20 


Sify g son dos funciones derivables en un entorno de c € R y tales que lím f(x) =+0w y 
x>oc 


lím g(x) = 0, entonces con la transformación lím f(x)20 = lím es) mE) = et , donde 
x>c x>c x>c 


me) =? , se aplica el caso 2 a las funciones In(f(x)) y E 


t = lím g(x) - In(£(x)) = lím 
x>e x> g(x) 


c = 
ga) 
[ La regla también es válida si x — +0 ó si x — —œ] 


1 





Ejemplo: lím a = (+00)0 =et=e0=1 donde 


Xx > +00 


pm o ES th- ro E 
1-Inx 





X > +00 x>+ew ] -lnx -œ x>+ellnx xX xXx x>+tolnx +0 


3. Derivabilidad de una función en un punto. 


Una función f es derivable en un punto de abscisa x = c si y solo si sus derivadas 
laterales son números reales iguales. 


f; (c) es un número real 
f’ (c) es un número real 


f es derivable en x =c¢ 
> 
f(c) =f (c) 


f(c) =f(c) = f (c) 


Razones por las que una función no es derivable en un punto 
1. Porque alguna de las derivadas laterales sea +00 ó —o 
2. Porque las derivadas laterales sean números reales distintos. 


3. Porque no sea continua en dicho punto. 
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El cálculo de la función derivada se puede aplicar al estudio de la derivabilidad de 
una función en un punto mediante el siguiente resultado: 


lím f(x) es un número real 
xoc 


f es continua en x=cC f es derivable por la izquierda en x =c 
f'(c)= lím f(x) 
x>oc. 


f es continua en x=C | i es derivable por la derecha en x =c 
> 


lím f(x) es un número real fi (c)= lím f(x) 
xoc+ x>oc* 


al A aaa 
de 5+vVx-1 si x>2 Í 


primero se estudia si es continua en dicho punto. 


En efecto, es continua en x = 2 porque lím f(x)= lím f(x) =6=f(2) 
x>27 x>2* 


Ahora en lugar de calcular las derivadas laterales mediante la definición, se hace lo siguiente: 


Six<2 > f(x)=x+x? > f(x)=1+2x > lím f(x)= lím1+2x=5 > f'(2)=5 
x>o2 x>o2 


1 1 1 1 
> lmfG)= lím = > f(9=- 
24 x-1 x>2* ( ) x>2* 2 x —1 2 + ) 2 


La función es derivable lateralmente en x= 2 tanto por la izquierda como por la derecha pero 
no es derivable en x= 2 ya que sus derivadas laterales son distintas. 


Six>2 > f(x)=5+vVx-1 > f(x) = 








Ejemplo 2: para analizar la derivabilidad de la función f(x) = en x=0, 


primero se estudia si es continua en dicho punto. 


En efecto, es continua en x = 0 porque los límites laterales y la imagen en x = 0 coinciden. 
1 


lím f(x) = lím x2?-Ž+1=1 lím f(x)= lím hura. o. lím 1+X =1 f(0) = 1 
x>07 x>07 2 x>0* x>0+ X O x>0t 1 


Ahora en lugar de calcular las derivadas laterales mediante la definición, se hace lo siguiente: 

















Seta o O a o 
2 2 x>07 x>07 2 2 2 
XxX 
-ln(1 +x) 
Six>0 > fas PUY > fa) =lx ES, 
X X 
1 1 -2 1 
0 (+x)? 1+x_0 E a 1 o 1 
> lm f(x)=>= lím =—= lím == > fi (0)=-> 
x>o0* O  x>o+ 2x O  x>o0* 2 2 2 


La función es derivable en x= 0 ya que es derivable lateralmente tanto por la izquierda como 
por la derecha y sus derivadas laterales son iguales. 
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4. Representación gráfica de funciones. 


Para la representación gráfica de una función, hay que saber determinar algebraicamente 
cualquiera de los aspectos que a continuación se enumeran: 


1. Dominio de la función. 

2. Puntos de corte con los ejes. 

3. Intervalos de monotonía y extremos locales. 
4. Intervalos de curvatura y puntos de inflexión. 
5. Asíntotas verticales, horizontales y oblicuas. 
6. Ramas parabólicas. 


Asíntotas de una función 


Se dice que la recta x =c es una asíntota vertical de una función f si 


lím f(x)=+t00% ó lím f(x) = too 
xoc* x>oc” 


Se dice que la recta y =k es una asíntota horizontal de una función f si 


lím f(x)=k ó lím f(x)=k 
x>-00 


Xx > +00 


Se dice que la recta y=mx+n es una asíntota oblicua de una función f si 


lím 1) =mÆ#0 La ordenada en el origen se calcula así: n= lím (f(x)-mx) 
Xx>oto X X> ito 
Notas: 


1. Una función nunca tiene asíntotas de los tres tipos a la vez. 
2. Si una función tiene asíntotas horizontales, no tiene oblicuas. 
3. Las funciones polinómicas no tienen asíntotas. 


1 
Ejemplo 1: dada la función f(x) =x - ex cuyo dominio es Dom =R —(0) 


La recta vertical x=0 es asíntota vertical de f ya que: 


1 : ~k 1 1 
P a ex 

A = , ex +00 , 2 P = ; 

lím x-ex =0-(+0)= lím == lím 4 = lím ex = +% [ lím x-ex =0:-0=0] 
x>0* x>0+ 1 +œ x>0 > x>0* x>07 

X x? 
t t 
Por otra parte, dado que lím x-ex =(—%)-1=—%, lím x-ex = (+00) -1=+00, la función tiene 
X =>—00 X—> +00 


dos ramas parabólicas pero no tiene asíntotas horizontales. 








. X 
Finalmente, la recta y = x+1 es asíntota oblicua de f ya que: lím E: = lím ex=1=m 
XxX — too X Xx — to 
1 1 : a. 
E ZAG 
fa = y x —1 7 2 
n= lím (x-ex -1x)=%-% = lím x- (ex -1)=%.-0= lím E e ím 4 =1 
x> to Xx > to0 Xx too 1 O  x>o:to =L 
xX x? 
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Ejemplo 2: dada la función f(x) = liz cuyo dominio es Dom(f) = (0, +00) 
xX 


: ; 2 Le il — œ 
La recta vertical x =0 es asíntota vertical de f ya que lím cl 
x>0* X +0 
1 
¿ > : , lnx _ +% „ x 
La recta horizontal y =0 es asíntota horizontal de f ya que lím == = —- -= lím %=0 
X>o+owo X + 00 X —>+00 1 


Al tener una asíntota horizontal, la función no tiene asíntotas oblicuas. 


5. Problemas de optimización. 


Los problemas de optimización de funciones se encuentran entre las aplicaciones de mayor 
importancia del cálculo de derivadas. En un problema de optimización se trata de determinar 
los extremos relativos (máximos o mínimos) de una función. 


Para resolver un problema de optimización, es conveniente seguir los siguientes pasos: 


Paso 1. Mediante los datos del enunciado se halla la expresión analítica de la función cuyo 
extremo es el objetivo del problema. 


Paso 2. Si esta función contiene más de una variable, se debe transformar en otra función que 
dependa solamente de una variable. Para ello habrá que utilizar alguna relación entre los 
datos existente en el enunciado o previamente conocida. 


Paso 3. Imponer la condición de extremo relativo a la función obtenida: igualar a cero la 
derivada primera y resolver la ecuación. 


Paso 4. Sustituyendo la/s solución/es obtenida/s en la derivada segunda, comprobar si se trata 
de un máximo o un mínimo. 


Paso 5. Adicionalmente, hallar también el valor de la función optimizada. 


Ejemplo. De todos los triángulos cuya base y altura suman 20 cm, hallar la base y altura del 
que tiene área máxima. ¿Cuánto vale finalmente esa área máxima? 


Solución: si se nombran con las letras b y h a la base y altura del triángulo respectivamente, 


su Ea b-h 
entonces la función que cuyo máximo hay que hallar es A = Ea 


Como esta función depende de dos variables, si se utiliza la relación b+ h =20 contenida en el 
enunciado, despejando b =20-h y sustituyendo en la expresión anterior, se obtiene la función 


-h)- —h? 
A(h) = CI AA que depende de una sola variable. 


2 2 
a) = 22 10-h=0 O 

Ames er Mola b=20-h=10 
E L 5 


Respuesta: la base mide 10 cm, la altura mide 10 cm y el área máxima es 50 cm? 
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